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 Proiectul urmăreşte studiul teoretic, prin modelare matematică şi numerică, a unor 
sisteme electrochimice complexe, cu caracter neliniar. 
Rezultatele obţinute în 2009 
1. Studiul reţelelor de oscilatori electrochimici de tip S-NDR şi N-NDR 
 Cercetări recente arată o dinamică deosebit de complexă în cazul reţelelor de oscilatori 
chimici sau electrochimici [1-4]. În timp ce rezultatele experimentale obţinute în astfel de 
sisteme sînt înţelese bine la nivel calitativ, modelarea acestora se află într-un stadiu incipient. În 
acest context, studiile noastre s-au axat pe descrierea teoretică şi modelarea reţelelor de oscilatori 
electrochimici de tip N-NDR şi S-NDR. 
 Am considerat modelul Lee-Jorné, ce descrie electrodepunerea Zn [5]. Cînd aceasta are 
loc sub control potenţiostatic, cu tensiunea aplicată U, ecuaţiile de evoluţie au forma: 
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unde Cd este capacitatea specifică a stratului dublu electric din faţa electrodului de lucru, e este 
căderea de potenţial pe stratul dublu electric, R este rezistenţa electrolitului, jF este densitatea 
curentului faradaic la electrodul de lucru, 1θ  şi 2θ  sînt gradele de acoperire ale electrodului de 
lucru cu Hads, respectiv Znads, A este aria suprafeţei electrodului de lucru, iar 1Γ  şi 2Γ  reprezintă 
numărul maxim de moli adsorbiţi pe unitate de suprafaţă, pentru Hads, respectiv Znads. Acest 
sistem electrochimic are o caracteristică curent-tensiune în formă de S, cu o zonă de impedanţă 
negativă. În situaţia în care parametrul CDL are o valoare suficient de mare, acest model poate 
prezenta oscilaţii periodice.  
1.1. Studiul factorilor care influenţează dinamica reţelelor de oscilatori de tip S-NDR 
 Am considerat o reţea de oscilatori neidentici, cuplaţi, de tipul celor descrişi mai sus (fig. 
1.1).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.1 
Oscilatorii sînt cuplaţi global, cu ajutorul rezistorului Rcol. Pentru un oscilator din reţea, cu  
indicele k, ecuaţiile de evoluţie au forma: 
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 unde e  este media valorilor ke  în raport cu ansamblul de oscilatori, iar κ este intensitatea 
cuplajului, şi depinde de Rcol şi Rind [5]. Numărul de oscilatori din reţea a fost ales n = 2 sau 128. 
a. Dinamica unui oscilator individual de tip S-NDR, descrisă de ecuaţiile (1.1)-(1.3), a fost 
studiată prin analiză de bifurcaţie. Menţinînd constanţi ceilalţi parametri, s-a determinat 
domeniul valorilor (U,Cd) în care sistemul prezintă oscilaţii periodice. 
b. Dinamica reţelei de doi oscilatori sau de 128 de oscilatori a fost explorată prin integrarea 
numerică a sistemului de ecuaţii (1.4)-(1.6). Pentru o valoare fixată a parametrilor U şi Cd, s-a 
studiat efectul pe care îl are asupra dinamicii reţelei de oscilatori modificarea tăriei cuplajului, κ 
[5]. Principalele aspecte descoperite astfel sînt: 
a. Funcţie de valorile parametrilor, în cazul a doi oscilatori, aceştia pot fi nesincronizaţi, 
sincronizaţi în fază sau în antifază, parţial sincronizaţi, sincronizaţi într-o dinamică de perioadă 
2. 
b. În cazul unei reţele cu un număr mare de oscilatori, am găsit următoarele tipuri de dinamică 
[5]: sincronizare aproape completă, coexistenţă ordonat-dezordonat cu formarea clusterelor de 
fază sau dinamică de tipul “undelor călătoare” (traveling waves). 
1.2. Găsirea unor metode adecvate de caracterizare a dinamicii reţelelor de oscilatori de tip 
S-NDR şi N-NDR 
 Pentru caracterizarea dinamicii reţelelor de oscilatori s-au utilizat următoarele metode: 
a. s-a urmărit evoluţia în timp a curentului total corespunzător oscilatorilor, pentru n = 2; 
b. Pentru 128n = , s-a urmărit grafic, static sau animat, evoluţia în timp a ansamblului de 
oscilatori. 
c. Dinamica oscilatorilor a fost caracterizată în termeni de fază şi amplitudine, utilizînd 
transformata Hilbert a curentului ik corespunzător fiecărui oscilator (metoda semnalului analitic). 
Se determină sk(t) = ik(t) –  <ik(t)>, unde cu <> am notat media în raport cu timpul. Cunoscînd 
semnalul ( )ks t , putem calcula transformata Hilbert a acestuia, 
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cu ajutorul căreia se defineşte semnalul analitic, 
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unde ( )kA t  este amplitudinea instantanee, iar ( )k tϕ  este faza instantanee corespunzătoare 
oscilatorului k din reţea. Pe baza acestor mărimi, s-au obţinut: 
c1. portretele de fază statice sau animate pentru reţeaua de oscilatori; 
c2. diagramele de distribuţie a oscilatorilor funcţie de fază; 
c3. s-a definit şi calculat un parametru de ordine [5], dat de 
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Acesta este o măsură a sincronizării, fiind 1 în cazul sincronizării complete şi zero în cazul unei 
mulţimi infinite de oscilatori nesincronizaţi. Cu ajutorul acestuia, s-a trasat diagrama  

( )r κ . 
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1.3. Implementarea în aplicaţii software a metodelor de caracterizare a dinamicii reţelelor 
de oscilatori electrochimici 
 Pentru implementarea software a metodelor de caracterizare menţionate mai sus, s-au 
utilizat: 
- aplicaţii software de integrare numerică, scrise în FORTRAN, pe baza subrutinelor LSODE [6]; 
- aplicaţii grafice, realizate cu ajutorul unor programe dedicate, pentru trasarea diagramelor şi 
graficelor de la punctul anterior, în mod static sau, unde a fost cazul, animat, pentru a urmări 
evoluţia în timp; 
- Pentru implementarea software a calculului transformatei Hilbert, nu se utilizează relaţia de 
definiţie (1.7), ci transformata Fourier rapidă (FFT), pentru calculul căreia am utilizat 
implementarea dată de [7]. 
1.4. Studiul posibilităţii de implementare experimentală a acestor sisteme 
a. În urma discuţiilor cu partenerul german implicat în acest proiect – prof. Katharina Krischer, 
de la T. U. Munich, a rezultat că implementarea experimentală a unei reţele de oscilatori de tip 
N-NDR cu un cuplaj global dependent de timp este realizabilă. Pe de o parte, este necesar un 
sistem de achiziţie de date cu suficient de multe canale de intrare, şi, pe de altă parte, de 
dispozitive electronice care să emuleze o rezistenţă negativă, respectiv o rezistenţă pozitivă 
dependentă de timp. 
b. Din punct de vedere experimental, în condiţii uzuale, sistemele electrochimice de tip S-NDR 
nu prezintă oscilaţii [8,9]. Pentru a obţine experimental un oscilator de tip S-NDR, este necesară 
emularea unei capacităţi semnificative asociate oscilatorului [10]. Pentru un singur oscilator, 
acest procedeu a fost implementat experimental. Pentru o reţea de oscilatori neidentici, 
implementarea procedeului propus în [10] devine mult mai dificilă. Studiem în continuare 
această posibilitate, împreună cu prof. V. Gáspár, de la Universitatea Debrecen.  
2. Studiul sistemelor electrochimice cu doi electrozi – deducerea modelului matematic 
2.1. Analiza rezultatelor din literatură, referitoare la metoda circuitului echivalent, în 
sisteme cu trei electrozi 
 În cercetarea fundamentală din electrochimie, sînt larg utilizate metodele de studiu ce 
folosesc controlul potenţiostatic sau galvanostatic [11]; ca urmare, şi studiile de dinamică s-au 
axat asupra acestor configuraţii experimentale [8,9]. În aplicaţiile de laborator sau industriale, 
însă, se folosesc adeseori sisteme electrochimice cu doi electrozi, de exemplu în cazul 
electrolizei [12]. Descrierea unui sistem electrochimic printr-un circuit electric echivalent 
constituie o abordare uzuală [8,9,13,14], care permite o descriere cantitativă a sistemului, în 
termeni de mărimi electrice, folosind ecuaţia de bilanţ a sarcinii. Într-un sistem punctiform 
(point-like system) electrodul poate fi descris cu ajutorul unui circuit echivalent, ce constă într-un 
capacitor şi o impedanţă, conectate în paralel (fig. 2.1).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2.1     Fig. 2.2 
În cazul unui sistem controlat potenţiostatic, tensiunea totală aplicată, U, este constantă. Acest 
circuit poate modela şi controlul galvanostatic, pentru .totalI const=  şi eR ⎯⎯→∞ . 
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Ecuaţia de conservare a sarcinii conduce la următoarea relaţie pentru curentul total la 
electrodul de lucru: 
   total reactie capacitivI I I= +       (2.1) 
de unde rezultă 

   DL DL
DL reactie

d UC I
dt h
φ φσ −

= − +     (2.2) 

unde CDL este capacitatea stratului dublu electric din faţa electrodului de lucru, φDL este căderea 
de potenţial pe stratul dublu electric, σ este conductibilitatea electrolitului, U este tensiunea 
aplicată asupra celulei electrochimice, iar h este distanţa dintre electrodul de lucru şi electrodul 
de referinţă. Expresia curentului de reacţie depinde de sistemul particular considerat, şi este în 
general funcţie de φDL. Într-un sistem extins spaţial, fiecare porţiune a electrodului poate fi 
descrisă de un astfel de circuit (fig. 2.2) [8,13]. 
2.2. Găsirea circuitului echivalent pentru un sistem electrochimic punctiform cu doi 
electrozi şi scrierea ecuaţiei de bilanţ a sarcinii 
 În mod paradoxal, din punct de vedere al modelării, sistemele cu doi electrozi sînt mai 
complexe decît sistemele cu trei electrozi. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2.3 
Fig. 2.3 prezintă circuitul echivalent al unui astfel de sistem, în timp ce ecuaţiile de evoluţie, 
deduse din condiţia de conservare a sarcinii, au forma: 
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    (2.3) 

unde cu 1 au fost indexate mărimile corespunzătoare electrodului de lucru (Working Electrode, 
WE), iar cu doi cele corespunzătoare contraelectrodului (Counter Electrode, CE). Funcţie de 
nivelul descrierii, putem considera situaţiile: 
a. Singura variabilă dinamică este φDL.  
- Comportamentele dinamice ce pot fi descrise de ecuaţia (2.2), corespunzătoare celulei 
electrochimice cu trei electrozi, sînt monostabilitatea sau bistabilitatea. Sistemul fiind descris de 
o singură variabilă dinamică, sînt excluse oscilaţiile sau comportamentele dinamice mai 
complexe.  
- Sistemul de ecuaţii (2.3), ce descrie sistemul electrochimic cu doi electrozi, poate în principiu 
prezenta, pe lîngă comportamentele menţionate anterior, şi oscilaţii. Determinarea detaliată a 
acestor proprietăţi dinamice va fi realizată prin analiza de bifurcaţie. 
b. Pe lîngă φDL, putem considera ca variabilă dinamică concentraţia unei specii electroactive, în 
faţa electrodului de interes. Adăugarea unei noi variabile dinamice creşte complexitatea 
descrierii şi a comportamentelor dinamice posibile. Pentru sistemul cu trei electrozi, este posibilă 
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şi apariţia oscilaţiilor, iar pentru sistemul cu doi electrozi este în principiu posibilă apariţia 
oscilaţiilor mixte (mixed mode) sau a haosului. 
 Odată cu considerarea extinderii spaţiale, sistemul dinamic este descris, formal, de o 
infinitate de variabile dinamice, ceea ce conduce la o diversitate de comportamente dinamice 
posibile. 
3. Aplicarea unor metode specifice de estimare a parametrilor 
3.1. Analiza comparativă a diverselor metode de estimare a parametrilor, din literatură 

Estimarea parametrilor în modele dinamice este o problemă de cercetare fundamentală şi 
aplicativă de mare interes. Ea aparţine domeniului mai mare, identificarea sistemelor, şi mai este 
întîlnită sub numele de “reverse engineering”. Dacă folosim site-ul www.scirus.com, şi facem o 
căutare cu “parameter estimation”, vom obţine mai mult de 100.000 de referinţe. Ori de cîte ori 
avem un model, pentru ca acesta să reproducă nişte date experimentale, este nevoie de a ajusta 
parametrii săi în mod corespunzător. Acest tip de problemă este întîlnit în mai toate ramurile 
ştiinţifice şi inginereşti, de la ştiinţe exacte, la inginerie, biologie şi medicină. 

De cîţiva ani, a apărut o nouă disciplină ştiinţifică, “Systems Biology” [15]. Aceasta îşi 
propune să integreze cunoştinţele obţinute în mod disparat pe diferite niveluri şi să facă o 
legătură între informaţia conţinută în genom şi output-ul oferit de fiziologie. În această 
întreprindere, deloc uşoară, modelarea - şi deci estimarea parametrilor - are un rol de neînlocuit. 
De exemplu, pentru a înlătura ambiguităţile, s-a stabilit ca motto “No model without data and no 
data without model”. Problema nu este nouă, ci s-ar putea spune că este chiar clasică, dar acum 
este imperios necesară pentru progresul necesar în integrarea cunoştinţelor de la diferite niveluri. 

Rezultatele şi metodele existente sînt încă nesatisfăcătoare, iar dovada o face numărul 
mare de articole ce se scriu încă în acest domeniu. Această problemă este complexă, şi, de 
obicei, fiecare articol rezolvă o problemă specifică, folosind metode specifice. Cînd modelul este 
schimbat, sau domeniul valorilor parametrilor este altul, de multe ori metodele existente eşuează. 
Mai mult decît atît, folosind acelaşi model şi aceleaşi date experimentale ca date de intrare, se 
obţin în cazul anumitor metode prezentate în literatură, rezultate diferite. Din acest motiv, 
problema estimării parametrilor este încă deschisă, şi se impun noi eforturi pentru găsirea de 
metode mai riguroase şi cu o arie de aplicabilitate mai mare. Aşa cum arată literatura de 
specialitate [16], schema generală care se foloseşte pentru estimarea parametrilor este 
următoarea: pentru un model dinamic real, 

   ( ),dx F x p
dt

=        (3.1) 

unde x  este vectorul de stare, iar p  este vectorul parametrilor necunoscuţi, se consideră un 
model: 

   ( ),dy F y q
dt

=        (3.2) 

unde q  este necunoscut. Sistemul real (3.1) oferă date experimentale mai mult sau mai puţin 
complete. De obicei, se cunoaşte starea sistemului real în mod parţial, adică se cunosc doar unele 
componente ale vectorului x . Se integrează modelul (3.2) şi se obţin date ale modelului. Se scrie 
o funcţie eroare, de obicei ca suma pătratelor diferenţelor între x  şi y . Marea problemă este 
cum să fie găsit minimul global al acestei funcţii eroare. Dificultatea constă în aceea că funcţia 
eroare are minime multiple. De aici, diverse metode de a depăşi această dificultate.     

Pentru a ilustra dimensiunea dificultăţilor întîlnite în estimarea parametrilor, folosind date 
afectate de zgomot, amintim faptul că chiar pentru modele simple discrete ale funcţiei logistice, 
   2

1 1n nx ax+ = −   
problema nu este rezolvată satisfacator [17]. 
     O alta problemă pe care vrem să o semnalăm este că, în cazul folosirii sincronizării dintre 
model şi datele experimentale, nu este asigurată unicitatea. Acest lucru a fost semnalat cu 
contraexemple şi analizat în mod riguros [18,19]. Mai exact, în [18] este propusă sincronizarea 
ca metodă în estimarea parametrilor. În [19], sunt date noi rezultate riguroase.  
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  De obicei, în literatură se rezolvă probleme particulare. Căutarea minimului se face cu 
diferite metode de optimizare. Astfel, se folosesc metode deteministe şi metode stohastice de 
căutare [20,21]. În aceste articole, sînt date rezultate comparative între metode. Se vede clar că 
pentru acelaşi sistem şi aceleaşi date experimentale se obtin soluţii – adică parametri - diferiţi. 
Nici măcar pentru o clasă specifică – sistemele S din biochimie –  nu există o metodă riguroasa, 
care să fie cea mai potrivită, aşa cum se vede din literatură [22]. Prin urmare, orice îmbunătăţire 
adusă în acest domeniu este binevenită. 
3.2. Găsirea unei noi metode de estimare a parametrilor 

Strategia noastră se bazează pe rezultate anterioare privind controlul şi sincronizarea 
sistemelor haotice [23]. Considerăm că eşecul unor metode se datorează şi metodelor de 
sincronizare folosite, care sînt empirice şi alese pe bază de încercări. Metoda noastră de 
sincronizare este fundamentată matematic şi lucrează foarte bine. Aceasta se bazează pe faptul că 
termenul de cuplaj este scris în mod riguros şi fără ambiguităţi. În plus, matricea Hurwitz care se 
foloseşte, şi care este arbitrară, dă posibilitatea de a calcula mai multe funcţii eroare, care trebuie 
să aibă acelaşi minim global. Acest lucru poate fi folosit în cazul în care funcţia eroare are mai 
multe minime. Practic, dacă o metodă de gradient se opreşte într-un minim local, se poate 
modifica matricea H şi nu este nici un motiv ca noua matrice să dea o funcţie eroare cu un minim 
local în acelaşi loc. Această facilitate nu o au celelalte metode. Aplicarea acestei metode de 
sincronizare la estimarea parametrilor a dus la rezultate încurajatoare [24]. Pe scurt aceasta 
constă în următoarele: în loc de modelul (3.2) de mai sus, noi propunem un alt model: 

   ( ) ( ),dz dFF z q H z x
dt dx

⎛ ⎞
= + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (3.3) 

unde H este o matrice Hurwitz [9]. În cazul nostru, funcţia eroare este mult mai netedă, şi uneori 
are un minim global [10], lucru care ne face să sperăm că găsirea minimului se va face mai usor, 
deci cu un timp de calcul mai mic. Aceasta înseamnă că, în cazul nostru, căutarea minimului ar fi 
mai  uşoară folosind metode de tip gradient. 
4. Diseminarea rezultatelor cercetării 
Parte dintre rezultatele obţinute în anul 2009, în cadrul prezentului contract, au fost publicate în 
jurnale de specialitate din curentul principal sau au fost prezentate la conferinţe internaţionale, 
după cum urmează: 
a. A fost publicat articolul A. Bîrzu, V. Gáspár, Synchronization of electrochemical oscillators of 
S-NDR type, Electrochimica Acta 55, 2009, 383-394 (ISI IF 3,078). 
b. A fost publicat articolul I. Grosu, R. Banerjee, P. K. Roy, S. K. Dana, Design of coupling for 
synchronization of chaotic oscillators, Phys. Rev. E 80, 2009, 016212 (ISI IF 2,508). 
c. A fost prezentată comunicarea “Chaos control of chaotic Hindmarsh-Rose models for 
neurons” la International Symposium on Nonlinear Theory and its Applications, NOLTA 2009, 
Sapporo, Japonia. 
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Concluzii 
 Luînd în considerare atît obiectivele şi activităţile propuse, cît şi rezultatele obţinute în 
anul 2009, putem aprecia că gradul de realizare a fost complet. 
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